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Lösungen zu den Ubungsaufgaben 1

1 Elementare Umformungsregeln zuyn Lösen von Glei-
chungen

1.1.

(o) (3a + 7b)2

(b) (5a + 7c)2

(d) (eb - 16c) .(eb + 16c)

(8a + 1ab)' (8o - 1ab)

(7r - 4y)2

\

(so)2 + 2. (3a) ' (7b) + (7ü2

ga2+42ab+49b2

(sa)2 + 2' (5a) . (7c) + (7c)2

25a2 l70ac*49c2

: (7n)2 +2.(7r).(-+y) + ?aa)2
: 49rz - 56ry * 16y2

(1. binomische Formel)

(L b'inomische F orrnel)

(K ommutatiugesetz)

(K ommutati.ugesetz)

(3. bi,norni,sche F ormel)

(3. bi.notnische F orm,el)

(2. binomische F orrnel)

(I3d - 2a2)2 (Kommutatiugesetz)

03d)2 - 2 . (I}d) . (Zo2) * (2a2)2 (2. bi,nomische Former)

ß9d2 -52da2 +4a4

4a4 - 52a2d+ r6gd2

(eb+16c)(eb-I6c)
g7b2 - 256c2

64a2 - rg6b2(")

(/)

(g) (-0,2a + 1,2b2)2 : (1,2b2 - 0,2a)2

: (r,2b42 +2, (1,,2b2). e0,2a) + (0,2a)2

: r,44b4 - 0,48b2a * 0,04a2

: o,o4a2 -0,48ab2 +1,44b4

(K omrnutatiugesetz)

(2. binomische Formel)

(K o'rnmutatiugesetz)

L.2.
/ \ ^ ) ^^(a) 9r" I 90n + I44

(b) aa + 6a2 - 40

9(r2+1or*16)
e(z+2)(r+8)

(a2+to)(a2-t1
(a2+ro)(a +2)(a-2)

(Ausklarnmern eines F aktor s)

(Zerlegen i.n Li,nearf aktoren)

(Zerlegen in Faktoren)

(3. binornische F ormel)
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(") 256a2 - ca : (16a)2 - ("')'
: (16a + c2)(t1a - c21 (B.bi.nomische Formet)

: (16a * c2)@rt + d@rt - c) (ruer a...o

3. bi,nomische Formel)

(d) t69e6 - 25f1o : (me3)2 - (sf5)2

: (13e3 * 5/5)(13e3 - 5/5) (3. binomische Formel)

(") 625d,8 - aa : (25d4)2 - (az1z

: (25d4 + a2)(2Sda - a2) (2. binoni,sche Formet)

: (2bd4 + a2)((sd2)2 * (o)2)

: (25d4 + a211Sa2 + a)(5d2 - a) (J. binomische Formet)

(/) 144c2 - d6 : (r2c)2 - (dt),

: (I2c * d3)(tZc - d3) (8, binomische Formet)

(g) 81a4 - b8 : (gor), - (bn)2

: (Oa2 + b4)Qü2 - b4) (s. binomische Formel)

: (9a2 + ba)(3a + b2)(3e - b2) (J. binomische Formet)

(h.) 36h10 - r96ee i (6ft.t), - (ras3)2

: (6hb + 74g3)(6h5 - I4gs) (2. bi,nomische Former)

(i,) !612+8r*1-49a2 : (t6r2+82*1) -49a2
: (4r + I)2 - 49a2 (L. bi,nomische Formet)

, : ((ar + I) + 7A)(@n + 1) - 7y) (3. b,inomische Former)

: (4r*7y+I)@r-7y+I)

(i) 3y3 + 27y2 * 60y : 3y(a2 + 9a + 20) (Ausktammern ei.nes Faktors)

: 3Afu + 4)(A + S) (zertesen i.n Linearfaletoren)

(k) 49m2 + 42mn2 * 9na : (7m,+Jn2)2) (1. binomische Formel)

(J) *76p4 * 64p2qa - 64q8 : -4(4pa - l6p2qt * 16q8) (Ausktammern eines Faktors)

: -4(P' - 2qa) (2. binomische Formet)
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1.3.

(o) (-5c * 3o,)(5c - 3a)

(d) 4r2 + 40n *36

(b) 9r2 +9on *r44

(") (-8d + 5e)(8d - 5e)

(-1)(5c-3a)(5c-3a)
*(5c - 3a)2

-25c2 *30ac*9a2

e(r+2)(r+8)

(-1)(8d-5e)(8d-5e)

-(8d - 5e)2

-64d2 *8ode *25e2

a@2+1or*9)

a(r+1)(r+e)

(Ausklammern uon (-t))

(2. binomische Formel)

(2. binomische Formel)

(Si.ehe Auf sabe 4(e))

(Au,sklammern uon (-1,))

(2. bi,nomis che F orneL)

(2. bi,nomi,sche F ormel)

(Ausklammern eines F aktor s)

(Z erlegen in Linear f aktoren)

L.4.

(o) (+" _ +f)2

Anmerkung:

Es empfiehlt sich, die Brüche beizubehalteni

d,ie Verwend,ung aon Dezimalbrüchen führt hi,er erf ahrungsgemäß zu Fehlern,

oder haben Sie tatsächlich d,as folgende Ergebnis:

O,25e2 -O,le['0,1/'?(?)l ],

(b) (+s - +,h)' Gil2 + z. (*g) (-th) + (äh)2

is'-Isn+*h'

(1s)'+2 (*) (f;) + (tD'
9172t144
;, 'r ;5'T jr

81 r^2
a4 - qtt

(") G+#)' \

(d) (#+ä")'(-t"+#l :

: (Lr")2 + z. (t") (-*/) + (ä/)' (2. binomische Formet)

: i"' - t"f + tf'

(2. binomische Formel)

(7. bi.nomische F ormel)

(3, binomi,s che F ormel)
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1.5.

(o) s6e2 - z"f + #f2 (6")2 - 2. (6e) (ä/) + (ä/)'
(6e - til2 (2. binomische Formet)

(ö) L6c2-Zcd+]6d2 @c - f,Q2 (2. binomi.sche Formet)

28\
nr/

/-\ 16, 32 16o\ul -p 'T ;p - tto

(d) (k + *') (-* +

1.6.

(o)

Dy

/L|zr'-Iöx)lul ..".""_
T'_ö I

tn"

-e. - G)')' (2. binomische Formet)

16 196
rn' -;T (3. binom,isch,e F orm,el)

(Ausklammern, 2. bi,nomische F ormel)

(fuer afs)

(Aus klammern, 3. binomische F ormel)

(fuer al9, al-9)

(Ausklammern)

(Z erlegen in Linear f aktor en)

(fuer zl8)

a2 (a-3)
10-3-)t-
a2;=

R \ {+3}

2n(r-9)
cD--o)GToI
2t

;T5

R \ {-e. e}
,\

(.) ffi:ffi%
z(z+7)(z-B)
ffiz\z- r )\z-ö)
z(z*7)
2(z-7)

R\{7,8}

L.7.

c-3 r - 1t ^\ | e-t
t@, ffiT:

a te I 
qty

D7

3c3-1 , (r-1)
727ü\ -1- -;T;:
a \e I yl

3r3-1 , (r-r)'x2
aGTü r Vz@t1fi
3rs -r+r3 -12

-2 | ^L.,\q \q I vi

4ir3 -r2 -l-;27-:-\

(Auslelammern im Nenner (Iinks))

(Hauptnenner)

(Ausmultipli. zier en i.m Z aehl er)

(Zusammenf assen im Zaehler)
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(b) ;r+2-;EW - dr-P
2a b2a

CTry - {or+-Xä:t)
b(a= b) 2a(a*b)

GTbttG:6 - @TryC=q
ab-b2 -2()2 -2ab-l.;+ryC:q-
-2a2 -ab-b2T;+ryCq

- (z* 1)(c-a)

- (z- 1)

n-4
1-r;-
n-7
4-r

/r\ l*c t 2\u) ;r- - \i-
L*n-2r*2t-2----7;T\;-

l:-I
G:N
I

t,-/ \ -I- 1-OI-+
\"./ I6-8...+.t2

1.8.

(") (r + 2)2 - (" - 3)2

n2+4r*4*(r2-,6r*9)
n2+4r|_4-12*6r-9
10r

r

(b) 2r2 + trr - tro

12+lrr-26
(r+13)(z-2)
r: -!3

(r) (z + 3)2 - (, - 2)'

n2+6r*9-(r2-4r*4)
12+6119-12*4r-4
l0n

U

(Binomische Formeln)

(Hauptnenner)

(Ausmultiptizieren im Z aehler)

(Zusammenf assen i,m Zaehler)

(Bi,nom,ischeF ormel, Linea'r f aktoren)

(Kuerzen)

(Ausmuttipli'zi'eren i'm Zaehler mit (-1))

(Erwei,tern mit (-1))

Dr

- -tI/

:

0

0

0

I

t/--1\\
;* | llTauDtnennerl\r-t)n /

(Ausmultiplizieren im Z aehler)

(Z usammen f assen'irn Z aehler)

(Kuerzen)

(1., binomische F orm'el)

( Ausmulti,pli' zi'er en mi't ( - L ) )

(-n2, Zusammenf assen)

n2 +16

0 (-c2, -ta)

0 (Zerlegen in Linearfaktoren)

*-)

0

0

0

tr

_1
2

(7. binomisehe Formel)

(Ausmulti'pli zi'er en mit (- 1,))

(-r2, ZusammenJassen)



(d) 2r2+15r-18
, .-fr-+LOr-ö4

(r -L 17\(* - 9\

^2
T+öp+c
,^p- +op+ LU

Pt,z

Dt "t

.^, ^-10s- + ös

^arö -2ö-r16

5t,

s

57
M-6 - M+5

6G:t - mTD
5(r+1) 7 2(t-t)

dGl]]7+l)- - mT]).EG:lJ
5(z+1) -u(r*r)
5r*5*t4r*14
-75r

\

(h\ r+1 _L u+1\'"J r-l , t:_4

z*1 ' z*1;:1-r ;:4
(z+1)(c-a), (z+l)(e-1)
@l];6:q-r G=tG;tJ
(r+r)(r-4)+(z+1)(r-
12 -Br-4+12 -l
n2-4r-s
(z+1)(z-5)

1
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(-r2, -rc1

(Z erlegen i,n Linear f alüor en)

(.2)

(Anwendnn d,er p- q* F ormel)

(Da t/:T keine reelle Zahl ist, ist di.e Lösungsmenge leer.)

(U rnf ormen)

(Anw enden d.er p- q- F ormel)

@a t/O : O hat d,iese quad,ratische Gleichung

genau ei,ne Lösung.)

12 +76

0

0

ry-j

0

0

3+/0*10
3+/:T

t;\
GT]rc:'

n'6
G+ryu-l):6-
6n

6r

-19
19
fo

:

(")

(/)

b)

'|

:0
I-1

1

4

(Hau,ptnenner: (a+1)(z-1)'6, Df: R\{-1, 1})

(M ultipli.zi.eren mit dem H auptnenner)

(Z erlegen in Linear f aktor en)

(Hauptnenner: (r-1)(z+ ), Dl: R\{1, 4})

(M ulti,plizieren mi,t d,em H auptnenner)

(Z erlegen in Linear f aktor en)

ü,:{-1, b})
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1.9,

(o) f (r)

0

2

r0

(b) f(")
0

0

ro: -tT

f (")

0

0

0

ro -- -2
-^ - _2.,u-

f (")

0

(")

Übungsaufgaben

l--)
8-

: ä'o-z
L-^
8-u

:16

') .-: r'+ rDr - ö+

n "a ot: Jfr -F rörg - 'r+

: (ro + r7)(ro - 2)

V ro:2

: ra -I3r2 +36

: rfi - tzr20 + za

: (r'zo - Q@fi - s)

: (ro * 2)(ro - 2)(,0 + 3)(16 - 3)

V ro:2
V iüo:3

2r2 -2r+1
r8-ro+t
- t. r:----:
++lä_ä
+* \[+
R,

12+7or+25

r3+I0ro+25
(ro*5)(ro+5)

: 13-49r
: r$ - +9ns

: 16. @f; - +0)

: ro'(ro - 7) ' (ro + 7)

V {o:7

(Berechnung der Steile(n) ns m'it f (ts):Q)

(+2)

(.8)

(Berechnen d'er Stelle(n) ns mit f (rx):O)

(Z erlegen in Linear f aktoren)

(Berechnen der Stelte(n) ro mi't f (rs)=0)

(Z erlegen in Linear ! aktoren)

(Z erleg en in Linear f akt or en)

(Berechnen d'er SteLte(n) ro mit J@a)=O)

(es existiert keine reelle Loesungl)

(Berechnen der Stelle(n) ns mit f (r's):O)

(Z erleg en in Linear f aktoren)

(es existiert genau eine Loesung!)

(Berechnen d'er Stette(n) ro m'it f (ts):0)

(Zerl,egen i'n Li,nearf aktoren)

(Z erleg en in Linear f aktor en)

(d)

le)

(/)

F

1i0

af,o

rO

f (")

0

0

&U-

f (n)

0

0

0

r0 :0
ro: -7

-a)
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2 Potenz- und Wurzelrechnung

Die gegebenen Ausdrücke werden unter Anwendung der Potenzrechenregeln
(Lehrtext Teil A, S. 57) und der Regeln der Wurzelrechnung (Lehrtext Teil A,
S. 60) vereinfacht.

",12

(") 3a2 . 2a. 6a3 : (3. 2. 6)' ("', . o1 . a3) (Kommutativsesetz, Assoziatiusesetz)

: 36 . o2+1+3 (Potenzrechenregel (L))

: 36o6

2,L,

^ ,. '?/^\ 1aJ r r \' 11,? 1 r3\u/ f,l'\1-7l 1rr.17l
1

R t cta(o) v" 'v' :

(d) 62r .63a : 62:rr3a

A5r

(") at .a : on*r

(P oten zr echenr e g el (3))

(P oten zr echenr e g eI (L))

(P oten zr echenr e g el (1,))

(P oten zr echenr e g eI (1,))

{As s o ziati,u g e s et z, K ür z en)

( P oten z r e chenr e g eI (2))

( P ot en zr e chenr e g el (2))

(K ommutati,t; gesetz, Assoziati,u g esetz)

( P oten zr echenr eg el (2))

(P oten zr ech enr e g el (3))

(/) ,3 .y2 .*2 .ys : (rt .b') .@' .A3) (Komrnutati,usesetz, Assoz.iatiusesetz)

: r3+2 ' A2+3 (Potenzrechenregel (l))

: r- .a"

: @'a)t (potenzrechenresel (s))

t't.,Lr
l^l L
\J) tht9

(h) *#

:'g #
3 .,,11-92v
3 ^,2ä'u

^5 h4

: o5-3 .64-2

: a2 .b2

/ 1\D: \A.O)-
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I ! 1r1
(?) tr3 ' tr4 : :X3 4 (Potenzrechenregel (1))

-+
: 'W (Potenzrechenregel (7))

(j) J" Vä : aä . ai (potenzrechenreeet (7))

^+
: 'W (Potenzrechenreget (7))

1

(k) !* : + (potenzrechenresel (7))
\'/ r -n*i 

1: r4-Z (potenzrechenregel (2))

,._ +

: 
h 

(Potenzrechenregel (6))

/'\ rn 12 ^(n+2\-h+j\U') ;"n : l\'' ' -t Yv ' ' / (PotenzrechenregeL (2\)

2.2.

(") 4 - Oi=E : r (es li.egen alle r im Definitionsberei,ch,

fuer die giLt: 2t_5)O, also: r>!)

-Jr;E :,r-4
Gt/ri=ES2 - 

lt1r 
- +12 (Achtuns: Das euad,rieren beid.er seiten

einer Gleichung'ist kei.ne Aquivalenzumformung!)

2r-5 : 12-8r+!6
rz-l0r+21 : 0

(z-3)(z-7) : 0

r:3 V r:7 (Bei.d,eLösungenli,egenim DeJinitionsbereich)

Probe:

Di,e Probe ist hier unbed,ingt er f ord,erlich. W egen d,er f ehlend,en Aquivalenz sind d,ie Lösungsmengen

d,er Ausgangsgleichung und, d,er Gleichung n2-\On+27:O nicht zwingend glei,ch.

Probe mit x:3:
4-\/T:T-5 : 3

4-\/6--5 : 34-rt : 3

4-I : 3

3 - 3 (Also: se[, )

r-
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Probe mit x:7
4-\/r.1--E : 3

4-\ß[-5 : 3

4-\/9 : 3

4-3 : 3

1 - 3 (erco:zq[')

(b) t/4; - '/g" + '/s
J4,/i-Je rt+yß
2\/6-3\h+\/5
-y&

(") \tr"+5-t/[a-aa1

,EITE - JT; -Z
(\/t;TE - J$ -ay
2r * 5 - 2\/E; +q@; -4 * 4r - 4

6r - zJ@ia s)+ ' 1rl
6r-a1/@r+s)(r-t1
2t/(zr+5)(z-1)

1z'/QiT s1@l1z
4(2r*5)(r-1)
4(2n2+3r-b)
8r2+r2r-20
12 - r2n+20 \

(r-2)(r-10)
ry_r)

Probe:

Die Probe ist, hi,er tuied,er unbedi,ngt erf ord,erlicht

Probe mit x:2:
'vt e+E - tfi:l -l.11./T+b*ytr-4+r
,/g-'/++t
3-2+I

Lösungen zu den IJbungsaufgaben

0

0

0

-vo

rD= R,JI

(Wur zeLgesetz)

5 [,:1si1

0 1f" hegen alle n im DeJiniti,onsbereich,

fuer die gi,lt: 2r*5)O A h-4)0
also: a)-l A r)_7 also fuer r)I)

-1
( - 1)2 (Quad,rieren)

1

0

0 (Wurzelgesetz)

3r

(3*)2 (Quad,rieren)

912

912

912

0

0

V r : 10 Bei.de Lösungen tiegen inD)

,}

n

n

:0
+ 0 (Atso: z([,)



Lösungen zu den Ubungsaufgaben

Probe mit x:10
\tr .16 +E - f{.1tr:Z11
Jn+E-u@*a11
t/%-ils6+t
5-6+1 (Also: 10e[: )

3 Exponentialgleichungen und Logarithmen

3.1.

(o) Kg : 161 051 EUR

/<o .(1+ ä%)t : 161 obl EUR

Ks : tt9#
Ko : 100 000 EUR

Der Kapitalanleger hat einen Betrag von 100 000 EUR für fünf Jahre
zu einem Zinssatz von 10 To fest angelegt.

(b) K5 : 161 051 EUR. (r + iS)'
Ks : 161 051 EUR' 1, 15

Ks ! 259 374 EUR

Das Guthaben würde danf etwa 25g 374 EUR betragen.

(r) K,
500 000EUR

5 > I,I'
Iog 5

r >.ä:
Ein Guthaben von 100 000 EUR müßte für (mindestens) 17 Jahre
zu einem Zinssatz von 10 To f.est angelegt werden, um einen Betrag von
(mindestens) 500 000 EUR zu erzielen.

11

:0
:0

n

:0



72

3.2.

(a) Ioga 16 : 2

(b) log2 32 : 5

(c) 1o9161 : 0

(d) Iogr$ : -3
(e) loer10: -1" 10

(f) Iog12 144 : 2

(S) logsZ : ä

(h) los'* : 3"1 zt

(l) togrfr : -3
(j) logro 10 000 : 4

(k) Iogr j : -1
(l) toga2 : +

(m) 1og7 49 : 2

(n) logtfr : -2
-1(o) rog49i : t

(p) logz 723 : 23

(q) lnl : -1
r-t t^e2,/ä - 

13
tll 1rl- 

- 
.-

Veo

3.3. Iog710 : -l- = 1,1833
loglo /

3.4.

(a) wahr

(b) wahr

(c) falsch

(d) falsch

(e) wahr

(f) faisch

(g) wahr

(h) falsch

Lösungen zu den Ubungsaufgaben
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3.5.

/^\ 1.) 
^r 

| 1t7
\u) la'* -T Lt

1 X ATIU t

AT

22,

2r .1og22

2r

13

(ö)

r

22t*7

(2r + 7) .1og22

2r*7
2r*7
9+ -L7

2r l7

e^ ,t2r tTtr-2uil r - \I6i
,r3 t2r t,r-2l'r..-2+'* -\r )

43*2r
\3*2r ')

4r

T

257 - 3. 4'

240

IO

2+

4 .Iog22

4

2

32.g4'

log2(32 .84')

Iog232 + 1ogr 84'

5 -f 4n. log2 8

5*4r'3
5 -t L2r

0,2

0

0

,1-2r*4

-2n -l4

(64:43, h:+-")
( P oten zr ech en g e s et z e)

0,:{ä})

(Logari,thmier en)

(Logarithmengesetz)

(Logarithmengesetz)

(lg 6b=lg 6+19 b;

hier kann man also nicht kürzent)

(cl

1

1

4

(d) bü-L ' 3n \
Ig(bu-r ' 3z;

("-1)lgö+rlg3
rlgb-1gb-Fzlg3*z1gb
r(lgb+1g3+1g2)

r(lg 6b)

2-n

ls(2-')

-rloh*'ö"
0

Isb

lgb

lc-ä-
1g 6ö
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4 Grundlagen der

4.L.

Lösungen zu den

Trigonometrie

Übungsaufgaben

A_P

/?-P

sin o
sin P
A-H U _

=

/ -.\ sln a\") sinl
++ sina :

AJ

+o-tN

a
c

I'sin^v
C-"'t

6,13cm , cin 1 
.l 90

72,4cm

0,4584

27,3"

180o-(o+ry)
40,7"

a
5
sin d l,
sin a

8,72cm

18oo - @+ a)
49, 5o

b
c

"tn? , esln J

sin 83.3o
sin dR -Eo r4t -urrr

16,4dm

a
c
sino , 

"sln 7
ci-,,ta Do"t"lY,:. .1) trom
sln 4E,5"

12,3dm

(Sinussatz f Lehrtent Teil A, 5.73)

(od,er a2:l$Qo -6s,
a2 ist keine Lösung, do oz*.y>1800)

(Sinussatz f Lehrtent Te,il A, 5.73)

(Si,nussatz f Lehrtent Tei.l A, 5.73)

(Si,nussatz / Lehrtert Teil A, 5.73)

(ii) 'v :
:

sin 6
sin 1

4h-

:

srls :
srn'y

<+a:

t
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II

(i,ii\ yzp
sln ?

<+ sinl
b.
c

f'sinP
10.7m
o,EE_ 

. sln oD, D-

0, 9855

80, 2o

180'*(t3+tt)
34, 3o

a
E
sina Ai;B'u
sin at L
sr"[ u

sin34,3o . O RRm
sin65,50 ur vvrrr

6,1m

(Sinussatz / Lehrtert Teil A, 5.73)

(od.er 12-1ggo -1r:99,8o
12 i.st di,e ntei.te Lösung!

(od,er d2:780a -@+1111

(oder a2:ll,7a)

(Si.nu,ssatz f Lehrtect TeiL A, 5.73)

sin ac ,.
I Oder Ar: --------+ O lsln ll

(ode" o,: "i" l1'll 9.88-)sln oc,c"

(od,er a2x2,8m)

sin a
;i;7

€+ CI

ul

al

&I

al

(ir) a
p
^l

= 36,87"
N 53,13"

ono

Anmerkungen zur Anwendung des Sinussatzes:

Bei Teilergebnissen, wie sin a : 0,4584 kommt es bei der Auflösung nach a zur
Mehrdeutigkeit wie man an einer Zeichnung des Graphen der Sinusfunktion
leicht nachvollziehen kann (Lehrtext Teil B, S.17). Die Sinusfunktion nimmt an
(unendlich) vielen Stellen den (y-)Wert 0,4584 an; von der Aufgabenstellung
her kommen allerdings nur Winkel zwischen 0o und 180" (bzw. zwischen 0

und ?r im Bogenmaß) in Flage (Winkelsumme im Dreieck!). Im Aufgabenteil (i)
scheidet die 2. Lösur1g offensichtlich aus. In der Aufgabe (ii) gibt es tatsächlich
zwei Lösungen.

Ein weiteres Problem tritt bei Einsatz des Taschenrechners auf. Als Lösung
solcher Gleichungen wie sin a:0,4584 liefert er grundsätzlich die Lösung, die
im Bereich von *90o bis *90' liegt. Lösungen, die sich im Bereich zwischen
90o und 180' befinden, werden vom Taschenrechner also grundsätzlich nicht
angezeigt, sondern müssen aus der angezeigten Lösung at (at ( 90') über
0z : 180o - a1 ermitteit werden.

Eine Erinnerung an den frühen Geometrieunterricht (Kongruenzsätze) mag
verdeutlichen, wann bei der Anwendung des Sinussatzes eine zweite Lösung in
Flage kommt und wann nicht. Bei dem Kongrrenzsatz SSW konnte man die
Eindeutigkeit des konstruierten Dreiecks nur unter der zusätzlichen Forderung
gewährleisten, daß der Winkel der größeren Seite gegenüberliegt; Iiegt er der
kleineren Seite gegenüber, kann es keine, eine oder zwei Lösunoen c.chcn



l6 Lösungen zu den Übungsaufgaben

Im Rückblick auf die hier gestelltett Übungsaufgaben kann man bei (i) konsta-
tieren, daß mit c: !2,4cm, a : 6,l3cm und 7 : II2o der gegebene Winkel
der größeren Seite gegenüberliegt (c > a!) und somit die Lösung eindeutig sein
muß, während bei (iii) mit b : 9,88m, c : I0.7m und p : 65, 5o der gegebene
Winkel eben nicht der größeren Seite (hier c!) gegenüberliegt, die Lösung also
zweideutig oder eindeutig sein kann oder auch gar nicht existieren muß.

4.2.
Die Aufgabe wird schrittweise gelöst. Zu bestimmen ist die Länge der Strecke
f1f2. Gegeben sind die folgenden Stücke: 187l:63,2 m, o : 28,7o und
0 : 43,9".

Bild 2 läßt sich ergänzen. 0 kommt ebenfalls im Dreieck L,F2B|B vor (Wech-
selwinkell). a kommt noch im Dreieck AF1B'B vor (Wechselwinkell).

Im L,F2B|B gllt:

+^^ R

lE Frl

ItrEl

tpP/l
tR/tr-l

llPl

TanT

! 65,7m

Im AFIB/B gilt:

tana :

.+ tn,t r'- t

I" L TI

+ lE\l N

AIso lnfil
lF. r:l

W
lB'Frl

IBB'I
tan a

1,75,4m

tr Drt tn n/l
lrTD | - lr2rr'l

49,7m
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4.3.

Die Aufgabe wird schrittweise gelöst. Zu bestimmen ist die Länge der strecke
MS. Gegeben sind die folgenden Stücke; lFWl:tZO^, a : 36o und B : 4Jo.

Bild 1 Iäßt sich ergänzen. B kommt ebenfalrs in den folgenden Dreiecken vor:
Im Dreieck LFPW (Wechselwinkel!), im Dreieck A?SM (Scheitelwinkel!)
und im Dreieck LPMS (Symmetrie!).

Im Af.PI,Z gilt:

sinB :

€:+ lPWl :
::+ lPWl x

Im AP.9i4/ gilt:
<WPS :

tP.gl
-[__:L
tPWl

tPsl

tml

r80" - 2p

94"

,180o-(a+0+<WpS)
,74

sin(a*f)
;ü<P3T7

sin(a+B).lFWl
sin{FSF*

I4L7m

I7

w
IPWI

IFWI
sin P

L76m

<PSW :

(Sinussatz)

Im APM,S gilt:
sind : W' lPsl

lMSl : sinB.lPSl

lMSl x e66m
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Anmerkung zrur Schreibweise <WPSz

In der Schreibweise <WPS steht der mittlere Punkt (hier P) immer für den

Scheitelpunkt des Winkels; die beiden anderen Buchstaben bezeichnen Punk-
te, die auf den Schenkeln des Winkels liegen (hier W und,9).

4.4.
Die Aufgabe wird schrittweise gelöst. Zu bestimmen ist die Länge der Strecke
prpz. Gegeben sind die folgenden Stücke: IZB;:55 -, 4BAP1 : 124,I"

, 48 AP2 : 54,3" , 4PtB A: 33, 9o und 4P2B A : 95,2" .

Im AÄBP2 giit:

<APzB :
<AP2B :

tT6l
ITEI

<+wn:
+ lT4l x

Im AABPI gilt:

<AhB :
<A4B :

@
IABI

tT4l

tTql

180' - <BAP2' <PzBA

30,5o

\
sin{PzBA
J;47F'E-

lABl.Ein<P2BA
-;]n<ÄEE-
I07,9rn

180o - ABAP|

22"

sindPlBA
;.il<ZFiE

l7.al.sin{r1.aa
-jn<ZEE-
81,9m

<P1BA

(Sinussatz)

(Sinussatz)

f-
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Im AAP1P2 gllt:

4hAPz :

4PtAPz :

lPtPrl'z :

'-'+ lhYzl :

146l x

4BAP1- 4BAP2

69, 8o

lT612 + lTEl2 - 2.1-AtEl lT4l.cosAP1AP2 (Kosi.nu'ssatz)

IIAEP + lAhl' * Z'lAPzl'lAhl'cos4PlAP2 (Kosi'nu'ssatz)

Illm

19

4.5.

1. Fall: Die Geraden g und h bilden einen Winkel, der nicht 900 beträgt.

Fall 1(a): P wird von den Geraden g und h,'eingeschlossen"'

Überlegung: Wir konstruieren ein Dreieck, in dem der Punkt ,5

einen Eckpunkt, der Punkt P den Höhenschnittpunkt und die Ge-

raden g und h ,,freie" Schenkel bilden. Über die Senkrechte von

P auf g gelangen wir zu einer Höhe in diesem Dreieck und damit
zu einem zweiten trckpunkt; es ist der Schnittpunkt der genann-

ten Senkrechten mit der Geraden h; S'. Die Senkrechte von P auf
h liefert eine zweite Höhe in dem zu konstruierenden Dreieck und

damit den dritten Eckpunkt; es ist der Schnittpunkt der genann-

ten Senkrechten mit der Geraden gt S".Die Senkrechte von P auf

die Strecke ,5'S{' schneidet als Höhe im Dreieck SS'5" den Punkt ,9.

Skizze:
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Fall 1(b):

Lösungen zu den (Jbungsaufgaben

P wird von den Geraden g und h nicht ,,eingeschlossen"' Die Gera-

den g und h ,,zerlegen" das Blatt in drei Teilflächen. P liege in der

Teilfläche, die die Gerade h mit den Blattbegrenzungen bildet' Der

zweite (mögliche) Fall Iäßt sich analog behandeln.

Überlegung: Wir konstruieren ein Dreieck, in dem die Punkte S

und P Eckpunkte, die Gerade g einen ,,freien" Schenkel und die

Gerade h eine Höhengerade bilden. Über die Senkrechte von P a,uf

g gelangen wir zum Schnittpunkt mit der Geraden h, der slch als

Höhenschnittpunkt im zu konstruierenden Dreieck a'uffa,ssen läßt:

-F1. Die Senkrechte von P auf h liefert mit dem Schnittpunkt mit
g den dritten Eckpunkt des zu bildenden Dreiecks: S'. Die Gerade

durch die Punkte S' und 11 liefert die dritte Höhe im zu konstruie-
renden Dreieck. Die Senkrechte von P auf die Strecke -IlS/ schneidet

als dritte Seite im Dreieck ,SP,S' den Punkt S.

2. Fall: Die Geraden g und h bilden einen Winkel. der 900 beträgt'

Fall 2(a): P wird von den Geraden g und h ,,eingeschlossen".

Überlegung: Wir konstruieren ein Rechteck, in dem die Punkte P
und S gegenüberliegende Eckpunkte bilden. Die Geraden g und h

bilden ,.freie" Schenkel. Über die Senkrechte von P auf I gelangen

wir zu einem dritten Eckpunkt des zu konstruierenden Rechtecks:

.9'. Mit der Senkrechten von P auf h erhalten wir den vierten Eck-
punkt (,S") des Rechtecks PSS'5". Wir zeichnen die Diagonale SS'
des betrachteten Rechtecks ein und bestimmen den Mittelpunkt der

Strecke S,S': M. Die Gerade durch ,S' und M schneidet als zweite

Diagonale im Rechteck PSS'S" den Punkt S.

Fall 2(b): P wird von den Geraden g und h nicht,,eingeschlossen"' Die Gera-

den g und h ,,zerlegen" das Blatt in drei Teilflächen. P liege in der

Teilfläche, die die Gerade h mit den Blattbegrenzungen bildet. Der

zweite (mögliche) Fall läßt sich analog behandeln'

Überlegung: Wir spiegeln den Punkt P an der Geraden h, erhalten
den Bildpunkt P/ und verfahren dann zunächst wie in Fall 2(a):

Wir konstruieren ein Rechteck, in dem die Punkte P' und ,9 ge-

genüberliegende Eckpunkte bilden. Die Geraden g und h bilden

,,freie" Schenkel. Über die Senkrechte von P' auf g gelangen wir zu

einem dritten trckpunkt des zu konstruierenden Rechtecks: ,5'' Mit
der Senkrechten von P' auf h erhalten wir den vierten trckpunkt
(,5") des Rechtecks P'S S'5" . Wir zeichnen die Diagonale S'S" des

betrachteten Rechtecks ein.
Nun verschieben wir die durch die Diagonale S,5' festgelegte Gera-

de paralle durch Punkt P und erhalten somit die Gerade durch P
und S.
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4.6.

122

coscv :

cos (}

cos a

0

srn (a

5

s

s

s

Skizze'

Übungsaufgaben

rt 2 - lM1M2( - 2' rt lLhM^' cosn

,t "+lMt!!:f_'t
2.r1.lM1M2l

16cm2 +36cm2 -9cm2
2.4cm 6cm

12

a8

'A 
?RO

I
2

rl

2.11 .sina

2 . 4cm. sin rl

8cm 'sin a

3,56 cm

zl

(K osi.nu,ssatz)
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(F tächenlnhatt. eine s D r ei'eck s)

(rnr;t sin a: + )

(h.:sino'b)
(nach einem Winkelsatz gitt: J : 'Y ' )

(es siLt: SinT: sinl/ : * )

(also: c:2r'sin? )

Überlegung:

,

^:- / Eo5Ill +tJ

Dlll *u

4.7.
A_A

A-A

cbr
z

c.b.sin o...----ä-

A_n

A-

2r.sin'y.b'sin o
2

r'sin?.b'sina
(analog silt: sinP : f, )

(also, b:2r'sinP )

A: 2r2'sina'sin0'sinl

c

,5
Sln f, : sln4b- : iV'

Wir betrachten ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck:

Skizze:

4.8. (i)

t2tt2
I TI
t;

I
a

1 _ r^6--G-rv4

-
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(ii) sin ä : titt 30" = ä

Wir betrachten ein gleichseitiges Dreieck:

Skizze:

IJberlegung:

sin 30" :

sin 30o :

5 Elementare Funktionen

5.1. Die Graphen:

Gl*, Gfo, Gf., Gfo, Gf. von:

fo(r):-*2, /r(") L#, f"(*):rt, fa@)=(t)", f"(r)=log1r

23

1,
1

I
2
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5.2. Die Graphen der Funktionen

GJ'

Gf,

u./r

Gfn

G*

lt l^

u.f,

befinden sich in der

3. Zei.l,e

2. Zei,le

3. Zei.le

7. Zei,Ie

2. Zei,le

3. Zeile

2. Zei,le

(rechts)

(Li,nk.s)

(Iinks)

\mi,tte)

lmitte)
(rechts)
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5'3. (i) D1 : 61, die Nullstellen sind bei r01 : 0,

Graph ,,G1" von f (r) : nit - n '.

ro2: -I, no3

sind bei f,01 - -1, ro2:2.
-3r2+4:

_1
- a.

(ii) D"f : lR, dre Nulistellen
Graph ,,Gy" von .f (r) : ,3
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Nullstelle ist bei ro - 2.

- *)'

IJbungsaufgaben

riii) Dr: R\{-1}' die

Graph ,,Gy" von .f (r)

(iv) Dy : l*2, * *[, dle Nul]stelle ist bei r0: -2
Graph ,,Gy" vor'L f (") : t/r + 2 :



Lösungen zu den Llbungsa,ufgaben

(v) Dy : P, keine Nullstellen

Graph ,,G .5" vort f (r) : (j)' :

27

("i) D.f : R, die Menge der Nulistellen ist:

,T , T , , - -,tr+c'tln"L'l

Graph,,G;" von f (r): sin (2 ." - i): sin (2.(r - E))'
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6 Vektoren und lineare Gleichungssysteme

- / 2\6.1. (i) a-+ b: { -i I
\ 1/

- /-6\(ii)d-ä:{ g)\ -z

(iii) e-i +d2+"i: f i )
\r,/

/. \ / 1r - / -t \(i") (-ä).a: ( _? )

(v) 16'l : o

("i) ä .b. d, : -9

(vii) 6'. d- nicht definiert

- /-rn\
(viii) ldl . a: { ?P )\ -'" ,/

(r") l4 . 16'l : go

- /n\
(x) dxb: ( I )\0/

(xi) d * i- nicht definier,{
,i

(xii) dx(e-l+2.d2+3'el) :( !)
\-o./

6.2. (i) at54,740

(ii) a : 1200

(iii) a : 900

6.3. (i) Wenn wir ,,das Vektorprodukt in der Komponentendarstellung"
(Lehrtext Teil B, Seite 39)

/a,\ *, /-b,\,.,,Iuro. : | ?o )und -0: [ -?o lbrlclen,\ez./ \_b" /

erhalten wir:

tb,d : (:i; ), ( ä; )
\-b,/ \az/
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(u.l Wir setzen in die Gleichung

a.o
cosa : :.-3 (LehrtextTeil

ldl .lbl

fürd 2.d,:2'(""\
x 2o. ) eln

und erhalten:

cosa :

/ (-bo) a.-(-b") ay
I (-b,) a,-(-b,) a"
\ (-ö,) ao-(-bs) a"

( ao . b.-a, .bo \I a. ?"-a" ?. I
\ ar oy-ay br ,/

d,xü

r(

-bxd:

-bxd,

-0xa

cos0 :

cosa :

B, Seite 34)

Qt)'e (äi))
t( z;" )t tr(äy )l

(z!)'(ilr)
or \, ,/ 2o" \,as )l'lt ?oo llaz / \2a, /

za2,+zaf;+zal

-

,l "A 
+ a2" + af, tl ao? + 4a7 + 4a2,

V-V

c(^2t^2t^2\a\w+ | q., I q,l

cos0 :

COS0 :. 1

a:go

6.4. (i) Die Lösung ist r: -2, U : I.

(ii) Das Gleichungssystem hat keine eindeutige Lösung. Unendlich

viele reelle Werte für r und y erfüllen die beiden Gleichungen.

(iii) Das Gleichungssystem ist unlösbar.

(iv) Die Lösung ist r : 1, A :3, z : 1.

(v) Die Lösung ist z1 : l, 12:2, rs: -1, 14 - 2.

a2, + al + al. rf af, + a2, + al
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("i)

Mit Hilfe des Gaußschen
folgt:

Lösungen zu den Ubungsaufgaben

Eliminationsverfahrens errechnet sich die Lösung wie

(1)

(2)
(3)

(4)
(5)

( 1)'
(2)'
(3)'
(4)'
(5)'

Tr *rz *rs *ra -rb : -1
rt *rz -[xs -r4 *rs : 1

ßL *r2 lnS -r4 -I5 : 5

-rt *rz -rg *ra -rE : -7
I1 -I2 -r3 -r4 -I5 : 1

(I. Schritt)

Die ,,erste Stufe" der
gewünschten,,Tleppenform"
ist bereits gegeben.

rr *rz irg -lr+ -rs : -1
-2rW

-2rz -2ra : 6

2rz *2ra *2rs : *8

-2rz -2rs *2n+ : 2

(IL Schritt)

In diesem Schritt wird er-

reicht, daß die Variable r1
nur noch in der 1. Gleichung
vorkommt; in allen darunter-
stehenden Gleichungen ist 11

also zu eliminieren.

,,Nebenrechnung":

Ztr 2. Zeile: (2) + (-(1))

11+.12 -rg -n4 *rs
-rL-12 -rg -iü4 *rS

Zur 3. Zeile: (3) + (-(1))

rr-rz*rS*fr4-rb
-nr-rZ-rS-14*n5

(3)' -2rz -2r+ : 6

Zur 4. Zeile: (4) + (1)

-rt+12-:x3+:x4 -u5
.LI+fr2*rS*14, -15

(4)' 2rz l2ra - 2r5 : -8

Zur 5. Zeile: (5) + (-(1))

rt-:f,2 -nB -14-:L5 : 1

-:üt-12 -rS -14*rg : 1

1

1

(2)'

1

-l
:-1

(5)' -2rz * 2rs - 2ra
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17 *rz *rs *n+ -fr; : -1*2rz -2ra = 6

-2ns -2r+ *2r5 : 2

2rz l2ra -2rs : -8
-2n" -2r" -2rn : 2-*z--ö-*4

.JI

(L Schritt)

Die ,,zweite Stufe" der
gewünschten,,Treppenform"
läßt sich wie foigt erreichen.

,,Nebenrechnung":

Zur 2.,3. Zeile: (2)/ .' (3)/

(2. und 3. Zei\e vertauschen!)

,, Nebenrechnung":

Zur 2. Zei\e: (2)ü (-+)

(2)ono it2 *r+ : -3

(r)uo

(2)oo

(3)'o

(4)ou

(5)oo

(1)""

Qlut
(s1ttt
(4)ooo

g1r'ri

rt *rz *rz *r+ -rs : -I
12 *r+ : -3

-r*^ -)*, 
L)n. ,ztuJ -e4 | -45

2rz *2na -2rs : -8*2rz -2rs -2n+ : 2

( 1)-
(2)*
(3)-
(4)*
(s)',"

(II. Schritt)

Ziel ist es, daß die Variable 12

nur noch in der 1. und in der
2. Gleichung auftritt; in allen
darunterstehenden Gleichun-
gen soll ;r2 ),verschwinden".

,,Nebenrechnung";

Zur 4. ZeiIe: (4)iü + (-2(2)üi)

2n2 * 2ra -2r5 : -8
-2r2-2ra : 6

(4)',"

Ztn 5. Zei|e

-2nz
2rz

(5)- -)+^

r! *rz *rr *r+ -.xb
12 lrt"

-\"-r"., -f )*
'ü5.üq|2üJ

2rs

-ir--üJ
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( 1)',
(2)"
(3)',
(4)"
(5)',

(1)"
(2)"0

(3)"
(4)"',
(5)"',

rt *rz *rs *r+ -rs : -1
12 *rq : -3

11 lrz *rs *ra *rs : -1
:f,2 *rq : -3

M te+ 4D

_r*- _,
-tuJ

2r+ -2rs : -6

(L Schritt)

Die ,,dritte Stufe" der
gewünschten,,TYeppenform"
erhalten wir folgendermaßen.

,,Nebenrechnung":

Zur 3. Zeile: (3)i" (-+)
(3)' rslr4-rs: -1

(II. Schritt)

Mit dieser Umformung erzielen
wir, daß die Variable z3 nur noch
in der 1,, 2. und 3. Gleichung
vorkommt; in den darunter
folgenden Gleichungen ist rs
eliminiert,

,,Nebenrechnung":

Zw 5. Zeile: (5)'+ (2' (3)')

-2rz :
2rz l2ra - 2rs -

(4)" 2r4-2r5 : -6

(I. Schritt)

Die ,,vierte Stufe" der ,,T!eppe"
ergibt sich auf folgende Weise.

,,Nebenrechnung":

Zur 4.,5. Zei\e: (4)" * (5)'i

(4)u" 2nq - 2r5 =
(4\uii _r4- -\v/ Atu ö -

A

-2

-6
-2

rt lrZ lns *ra -r5 : -1
.[2 trl, : -3

+^ -Lry, -1|fuqfuj

2r4 +b -- 4
_r*- _,

-tuo

(r)"'
1 
,1yuii

(3)',oo

(4)o"
(5)"uo
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rr *rz *rs *r+ -rs: -1
nZ lnq : -3

frg *rq -I5 : -1
14 -r5 : *3

-*"- - -t.fu,

,1..)

,,Nebenrechnung*:

n I n.t tr:t,ii. ILlJr 4. Leile: \+)""" i
(41utit tr4 -r,s : -3

(11";t't
(r\uüi

(31"tet

(41ut't't

(51't't't

rt *rz *rs *r+ -rs : -I
12 *ra : -3

rS Ir+ -rS : -1
iü4 -f5: -3

15:1

Die Lösung Iäßt sich jetzt ablesen:

\rs : 1

_,e4
ry^,

12 : -1
1eI

(I. Schritt)

In der 5. Gleichung kommt die
Variable 14 nicht vor, so daß

die ,,letzte Stufe" der ,,Treppe"
leicht erreicht wird,

,,Nebenrechnung":

Zur 5. Zei\e: (5)"üi (-ä)
(5)" rs : L



J4

7 Differentialrechnung

7.r.

,. f(r+Az) -f(r)
Az-0 Ar

f("+Lr)-f(r)

Lösungen zu den Ubungsaufgaben

11r+m*A
Lr

;:GT^;J-lim
Ar*0 Ar

f(r+Ar)-f(r)
Ar

f(r+Ar)-f(r)

iim
As-0

: lim
Ar*0 Lr

* - 
(n r A-\

a \ü | te)

L,r.r' (r + A,r)

-An
Lr.r. (r + Az)

Iim
Ac+0

lim
Az*0

lim
Ar*0

Iim
Az+0

lim
Az+0 Ar

Lr

f(r+Lr)-f(r) '1

lim -----: ,. (A,r l0)Ao-o r. (r -t L,r)

-1

'GTO
1

-t

,. f (r +Az) - f (r)
rtllr------------

Ac-0 
^f

J \tu1

\

7.2,

(u) fL@) 4.r.sinr*2.12.cosr

: 2. r' (2.sinz*r.cosr) (Produktregel)

(b) f [(") : 9.12.lnn- 3.12
(tnr)2

3.12 -(3 .Inr - 1)
(Quotientenregel)

(ln r)2

T
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(c) fL@): -, ?'n'-u
lcoslcos zJJ"

(Kettenregel)

(d) fä(*) : t+ 3!J::- (Kettenreger,
- *J

Quotientenregel)

(") f!,(") : (-12) . r. (2. 12 + 3)2. sin((2. z2 + a)3) (Kettenregel,

Kettenregel)

(f) f'y@) : e'e'+7 (Summenregel,

konstanter Faktor)

7.3. (a) Dn : 61

D"r:R

(b) Die Fbnktion g schneidet die z-Achse bei 16, : -1 und bei 26, - 1.

Die Nullstellen qind also zs1 : -1 und ro2: I.

Die F\rnktion / hat unendlich viele Nulistellen

beiz6€{ä+k.Ilkez].

(c) Die Funktjon g hat ein Minimum bei r.: l.
Der Extrempunkt hat die Koordinate" (* , - Hl
Die trhnktion / hat unendlich viele Extremstellen

beiz"€{-ä+k.tlkeZ}.

Die Minima sind bei rmin € {-$ + k.r I k e Z},

die Maxima bei r-.* e {*" * k'r I k e Z).
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Die Funktion g besitzt zwei Wendestellen bei 2,,,, : 0 und

bei ru,, - -1; die Koordinaten der Wendenrrnkfp lnrrten /o - il
und (-1, 0).

Die Funktion / hat unendlich viele Wendestellen;
sie sind gerade die Nullstellen von /.

Die Graphen von

s@):*"n+rt-*-i
und

f (r) : stn2r - cos 2r sind:

(d)

(e)
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7.4. Nachstehend sind die Graphen

f mit f (r) : \r3 - 2n,

f ' rnit f '(") -- tr' - 2,

.fttmit f"(r):3,
undf't'mitf"'(r):J 

J

abgebildet.

von

f" (r)
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7.5. (a) Die Grundfläche der Dose hat einen Durchmesser von

2 . i|199 cm = 10, 8385 cm,-Vn""

und die Höhe der Dose beträgt

100
cm 

^, 
10,8385 cm.

tl 250tr'\f nT'

(b) Die Einschnitte müssen $ mal so lang sein

wie die Seitenlänge der quadratischen Pappe,

8 Integralrechnung

8 1 o, l:)t2 - tldt: a

1u; /"1rt' t + J*) d,t:2* 
3 

.'u

p2,
@ J, 

(5.e'+ i)at :b\e2+2.rn2_ 5.e

,, l:,r@) d,r.,l: r\r) d,rt : 2.t l,' tt.t dnt : 4

In diesem Zusammenhang iäßt sich der berechnete Wert des bestimmten
Integrals wie folgt interpretieren:

Der Graph der Funktion / mit der Zuordnungsvorschrift f (r) : *,rr -
2.2 schließt mit der r-Achse eine Fläche von 4 crn2 ein, wenn wiiin der
graphischen Darstellung von / als Längeneinheit 1 Zentimeter wähien.

Da der Graph von / mit der in Aufgabe 4 dargestellten Funktion über-
einstimmt, können Sie diese Interpretation auch von der Anschauung her
bestätigen.
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8.3. (a) [dr:11c

(b) tdu:u*c

k) I*:h lzl +c

(d) /sin2 a d.n */sin2 a d,r : 2. sin2a . r * c

(e) / sin(2r) dr : -| , cos(2r) + c

(f) /rtInt dt : I. tn. Inr - $ta + c

(g) /tan r d,r :-ln lcos rl + c

f oJi
(h) l=d.r:efr+cJ z\/r

0 I e"6 d,r:?

U* ,[ "$ d,r zu berechnen, substituieren wir 1/i durch z:

/;1- V&

Dann fassen wir z als F\rnktion von r auf mit D"=R,*,
z(r) : u6'

Nun berechnen wir die erste Ableitung von z:

z'(r\: =)- 
I_\.-/ Z\/i

Wir erhalten damit:

Ie{iar:t(#"rt.2 "a) 
a"

\

I e{,d,r : f "" 
.2. 1/i d,z

(nach Anwendung der Substitutionsregel)

I eJad,r : IG" .2. z) d,z

(nach Ersetzen von rt durch z)

! er'id,r:2le.ez) d,z

Nach Anwendung der partiellen Integration ergibt sich:

I eJdd"r :2.e"(z - 1) + c

Zum Schluß ersetzen wir z wieder durch /7:
! eJad,r:2.eJ*({r - 1) + c.

39
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I Komplexe Zahlen (D

q1

€
<?

€
=+
I

€
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2r2-4r*18:0
12-2r*9:o

n2-2n*1*8:o
(z-1)2:*3

r-I:u[-$ oder r-!:-f:g
r-I:2J4 oder r-I:-2\/4

r : 7tZrtJ= oder r : J.*2JrJ1

s.2. (u)

(b)

(on,b*,)

zt:3*3j
zz:-I-j
zs : 0 -l0j

(3,3)
(-1, -1)
(0,0)

Abb.L.l Veranschaulichung der komplexen Zahlen zt: 3 + 3j
und z2: -1 - lj in der komplexen Zeichenebene

Abb,L.2 Veranschaulichung der (komplexen) Zahl zz = 0 + 0j
in der komplexen Zeichenebene
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a-fbj
z1*22 :(3+3j

:2+2j

4l

arb9.3.

-r-rj
z7*Q :(3+3j)+(0+0j)

:3*3j
zt'z2 :(3+3j) .(-1 -1j):(-J+3) +(-3-3)j

: -6i
22'zs :0*0j

(2,2)

(3,3)

(0, -6)
(0,0)

9.4. Sei z:a+bj.
(a) Es gilt: 7: a-(-bj):o,+bj: z, Offensichtlich ist Teine kom-

piexe Zahl.

(b) Das mit 7 identifizierte Paar ist (a,b).

(c) zt :3 - 3i
zz:-I*j
2i:0 - 0j :0: z3

(d) Seien 1))'ti))z € C. Dann gibt es reelle Zahlen aü)aw)a",bu,b-rb" so

dass gilt: 1): au+buj,'u): clu;*b-j,z: az*b"j. Daraus folgt;

;:T11tT4
:)
: (ao(a- 4 0") - (b"(b- +b")) * ((o., I a,)b, * (b- + b.)a")i
: (ao(a- a o,.') - (b"(b- + b,)) - ((o- * a,)bu * (ö- + b")a")j
: (ara- * aua") - (b"b- + b"br)) - (o-b, * a"bu I b-au -l b,a") j
: ((a,a- - b,b-) - (o*bu -l a,b-) j) I ((aua" - bub") - (orbo -l a,b") j)
:+
_-t- -1- U' a

;
<+ ' a*bj : *("*bj)
<+ a*bj : -a*bj
+a:0
+ z : bj, beR

tß +9 :3rt
JT+T: rt
VU: U

Esgilt: 14:rt, sin@: h*ö:n"
Daraus folgt:

(e)

9.5. I z. | -
t--t-
l.^t-t-öt -

9.6.

z : I * j : t/zcos 45o + j t/rsin 45o
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